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Introduccio´
El conjunt dels nombres enters i el de polinomis amb coeficients en un cos so´n els exemples
me´s ba`sics d’anells commutatius, que constitueixen l’esse`ncia de l’a`lgebra commutativa,
branca de les matema`tiques estretament lligada a la geometria algebraica. E´s a finals del
segle XIX que, amb el desenvolupament de l’a`lgebra abstracta, els anells de polinomis es
van comenc¸ar a estudiar des d’un nou enfocament.1
L’estudi dels polinomis i de les equacions associades a ells, ha evolucionat molt al llarg
del temps, i el seu recorregut histo`ric e´s molt suggerent i instructiu. Aqu´ı analitzem
dos aspectes claus d’aquest desenvolupament. En l’apartat 1, ens ocupem de l’evolucio´
histo`rica del problema de determinar les solucions de les equacions polino`miques per
radicals a partir dels seus coeficients; en l’apartat 2, tractem de l’evolucio´ histo`rica de les
demostracions del que avui anomenem Teorema fonamental de l’a`lgebra.
1. Resolucio´ de les equacions algebraiques
Un algorisme de resolucio´ d’equacions algebraiques de segon grau ja es pot deduir a partir
de problemes resolts a les tauletes babilo`niques. La matema`tica “babilo`nica” (1500 aC)
va ser transmesa per escribes i ba`sicament utilitzada per ca`lculs relatius a problemes
de la vida real. D’entre les tauletes d’argila en escriptura cune¨ıforme realitzades pels
babilo`nics n’hi ha moltes de nume`riques (taules de multiplicacio´, taules de rec´ıprocs,...).
Les te`cniques que feien servir per a la construccio´ d’aquestes taules nume`riques constitu¨ıen
el nexe entre els ca`lculs i la realitat administrativa i d’enginyeria. Els babilo`nics van
ser els primers a formular un algorisme consistent en una se`rie d’instruccions (sense cap
explicacio´) per a trobar solucions concretes a problemes que es poden descriure mitjanc¸ant
una equacio´ de segon grau.2
La matema`tica grega, basada en la geometria, va fer tambe´ la seva aportacio´ a la resolucio´
d’equacions algebraiques. En els Elements d’Euclides (300 aC) es recullen els coneixements
matema`tics de diferents escoles gregues i es demostren algunes proposicions geome`triques
que es poden interpretar en termes d’equacions de segon grau.3
2De Diofant d’Alexandria (∼ 250 - ∼ 350) es conseven dues obres: les Aritme`tiques i Els
nombres poligonals. La primera consta de tretze llibres, dels quals se n’han conservat
nome´s sis, i e´s un recull de problemes que, esta` dedicada a la resolucio´ de problemes que,
a l’hora de resoldre’s, donen lloc a equacions de primer i segon grau, sempre concretes.
Es fa palesa en ell una gran habilitat manipulant artificis aritme`tics, sense que en cap
moment s’intenti abordar el problema de trobar totes les solucions en el cas general. Les
solucions negatives so´n considerades com absurdes; les irracionals o complexes, com a
impossibles.
Cal destacar el paper fonamental que els a`rabs han jugat en el desenvolupament de
les equacions algebraiques. Mohamed Ben-Musa al-Khwarizmi (850 dC), matema`tic,
astro`nom i membre de la Casa de Saviesa de Bagdad e´s considerat com el creador de
les regles de l’a`lgebra. Va escriure Hisab al-jabar wal-muqqabala (813-830), tradu¨ıda al
llat´ı per Roberto de Chester amb el t´ıtol Liber algebrae et almucabala (Sego`via, 1145),
d’on prove´ el nom actual d’a`lgebra. L’obra d’Al-Khwarizmi classificava les equacions fins
a segon grau en sis tipus diferents, i explicava les regles a seguir per a resoldre-les.4 Totes
les a`lgebres a`rabs, basades en l’obra d’Al-Khwarizmi, constaven d’una part teo`rica on
apareix, per exemple, la multiplicacio´ de polinomis, i d’una part pra`ctica on es resolien
problemes relacionats amb el comerc¸ i altres aspectes de la vida quotidiana, utilitzant la
classificacio´ anterior de resolucio´ de les equacions. Qui va difondre en el mo´n occidental
tots aquests coneixements va ser Leonardo da Pisa, fill de Bonacci (1180-1250), que s’ha
conegut amb el nom de Fibonacci. A la seva obra Liber abaci (1202) s’hi troben molts dels
problemes considerats en els textos de les a`lgebres a`rabs aix´ı com els me`todes de ca`lcul
de la numeracio´ hindu´.5
L’e`poca menys coneguda del desenvolupament de les equacions algebraiques correspon als
segles XIII i XIV, on floriren les matema`tiques comercials amb les Aritme`tiques mercan-
tils, obres que encara s’estan descobrint i analitzant.6 En aquests llibres les regles a`rabs
de resolucio´ algebraica apareixen moltes vegades com un ape`ndix. El saber d’aquestes
aritme`tiques mercantils i de les a`lgebres a`rabs es recull en una obra de Luca Pacioli (1447-
1517) titulada Summa de Arithmetica, Geometria, Proportioni & Proportionalita` (1494)
que va tenir gran difusio´ a la seva e`poca.
Me´s tard, Girolamo Cardano (1501-1576) i Rafael Bombelli (1526-1573), entre d’altres al-
gebristes del Cinquecento, van contribuir amb les seves obres: Ars Magna (1545) i Algebra
(1572), respectivament, a la resolucio´ de les equacions de tercer grau i biquadrades, jus-
tificant de manera geome`trica els resultats obtinguts per via purament a`bac-algebraica.7
Cardano resol 20 tipus d’equacions de quart grau, pero` els atribueix a Ludovico Ferrari
(1522-1565). E´s interessant subratllar que Cardano en la seva obra estudia les equacions
algebraiques de manera sistema`tica i com una branca diferenciada dins les matema`tiques.8
Aquests matema`tics, en resoldre equacions, es troben amb l’aparicio´ d’arrels quadrades
de nombres negatius, ja que aquestes apareixen en la fo´rmula de la solucio´ general de les
equacions de tercer grau. Potser aqu´ı e´s on sorgeix la necessitat d’operar amb els que avui
anomenem nombres complexos.9 Fins aquest moment, fins i tot les solucions negatives de
les equacions nome´s eren acceptades quan se’ls podia donar una interpretacio´. En canvi,
Cardano accepta sempre solucions negatives per a les equacions, tot i que les qualifica
com a falses (o fict´ıcies). D’altra banda, Bombelli a l’Algebra introdueix els nombres
3complexos, amb una terminologia espec´ıfica: anomena pdm (“piu` di meno”) a
√−1 i
mdm (“meno di meno”) a −√−1, i do´na les regles fonamentals per operar amb ells.10
En aquest recorregut histo`ric l’obra In artem analyticem isagoge (1591), de Franc¸ois Vie`te
(1540-1603), e´s un text clau per la utilitzacio´ de s´ımbols, no nome´s per representar les
inco`gnites, sino´ tambe´ per representar les quantitats conegudes.11 Tambe´ es va distingir
per treballar amb equacions en forma general tot creant un enllac¸ amb la geometria a
trave´s de la teoria de proporcions d’Euclides. Vie`te igualava les equacions algebraiques
amb les proporcions mitjanc¸ant el producte de mitjos i extrems d’una proporcio´, introduint
aix´ı una nova manera de treballar amb les equacions. Va donar un nou me`tode per resoldre
l’equacio´ de tercer grau i per algun tipus d’equacions de quart grau. El treball de Vie`te va
fer palesa la utilitat dels procediments algebraics per a resoldre equacions a l’aritme`tica,
la geometria i la trigonometria.
Entre els seguidors de Vie`te podem citar Pierre de Fermat (1601-1665) considerat el
creador de la geometria anal´ıtica juntament amb Rene´ Descartes (1596-1650). Aquest
darrer, amb la seva obra La Ge´ome´trie (1637), va contribuir a la resolucio´ d’equacions de
tercer i quart grau, i d’algunes concretes de cinque` i sise` grau, en estudiar la naturalesa
de les corbes. Cal remarcar que en l’obra de Descartes s’introdueix la notacio´ actual,
llevat de dues variants menors: el signe d’igualtat i el quadrat. La introduccio´ del llen-
guatge algebraic en la geometria va permetre la resolucio´ de nous problemes geome`trics
i/o d’altres encara no resolts.
Posteriorment, a partir del segle XVII, es va produir el que actualment s’anomena “al-
gebritzacio´ de les matema`tiques”, que va donar origen a dues noves branques de la
matema`tica que avui coneixem amb els noms de ca`lcul infinitesimal i geometria anal´ıtica.
Aquest proce´s d’algebritzacio´ va ser lent i desigual, i va comportar un canvi de pensament
en el camp de les matema`tiques: d’una manera de pensar quasi exclusivament geome`trica
es va passar a una me´s algebraica.12 Despre´s de les aportacions de Descartes, amb la
introduccio´ de procediments algebraics dins la geometria, la resolucio´ de les equacions
s’abordava amb argumentacions geome`triques pero` tambe´ i, sobretot, amb demostracions
algebraiques.
Al llarg del segle XVIII, els esforc¸os varen anar dirigits a resoldre l’equacio´ de cinque` grau
(recordeu que les equacions de tercer i quart grau ja havien estat resoltes i publicades per
Cardano).13 Un dels grans estudiosos d’aquest tema va ser Joseph-Louis Lagrange (1736-
1813) el qual va publicar una llarga memo`ria, Re´flexions sur la re´solution alge´brique des
e´quations (1771), on explica un me`tode per a resoldre equacions de tercer i quart grau
i mostra que, amb aquest me`tode, en les equacions de grau me´s gran que quatre no e´s
possible expressar les solucions en termes dels seus coeficients mitjanc¸ant radicals.14
La idea de Lagrange e´s que per resoldre les equacions d’un determinat grau s’han de
construir noves equacions que tinguin arrels expressables en funcio´ de les solucions que
busquem. Aix´ı va demostrar que les equacions cu´biques es resolen amb una equacio´ de
grau 3!, o sigui de grau 6, i les equacions qua`rtiques es resolen amb una equacio´ de grau 4!,
o sigui de grau 24. Tambe´ va demostrar que aquestes noves equacions de grau 6 i grau 24
poden ser redu¨ıdes a equacions de grau me´s petit que 3 i me´s petit que 4, respectivament.
Lagrange fa aquestes demostracions en les dues primeres seccions. En la seccio´ tercera
4e´s on intenta aplicar aquest me`tode en les equacions de grau 5. Primer troba l’equacio´
auxiliar que s’utilitza per resoldre la de grau 5 que e´s de grau 5!, o sigui 120 i nome´s la
pot reduir a una de grau 6. En l’u´ltima seccio´ que te´ per t´ıtol Conclusion des re´flexions
pre´ce´dentes, avec quelques remarques ge´ne´rales sur la transformation des e´quations et sur
leur re´duction ou abaissement a un moindre degre´ explica:
Hom ha degut veure per l’ana`lisi que acabem de donar els principals me`todes coneguts
per a la resolucio´ d’equacions, que aquests me`todes es redueixen tots a un mateix principi
general, saber trobar funcions de les arrels de l’equacio´ proposada, les quals siguin tals:
(1) que l’equacio´ o les equacions per a les quals elles seran donades, e´s a dir, on elles seran
les arrels (equacions que es coneixen amb el nom de redu¨ıdes), siguin d’un grau me´s petit
que el de la proposada, o siguin almenys descomponibles en altres equacions d’un grau me´s
petit que el d’ella; (2) que se’n puguin deduir fa`cilment el valor de les arrels buscades.15
Lagrange despre´s d’especificar quines condicions han de verificar les funcions de les arrels
buscades conclou que amb aquest me`tode no pot resoldre les equacions de grau me´s gran
que quatre.
En el segle segu¨ent, Niels Henrick Abel (1802-1829) i Paolo Ruffini (1765-1822) van de-
mostrar la impossibiltat de resoldre per radicals una equacio´ general de grau n > 4.
E´variste Galois (1811-1832) va ser qui, en la memo`ria Sur les conditions de re´solubilite´ des
e´quations par radicaux (1831), va resoldre completament el problema de quines equacions
so´n resolubles mitjanc¸ant operacions algebraiques, basant-se en els treballs anteriors de
Lagrange i d’Abel, entre d’altres. Era conegut en aquell moment que alguns tipus especials
d’equacions (binomials i abelianes, per exemple) s´ı que eren resolubles per radicals. Galois
no nome´s va demostrar quines equacions (de grau qualsevol) so´n resolubles per radicals,
sino´ que en fer-ho va crear el que avui en dia anomenem “la teoria de Galois”.
El treball de Galois no va ser conegut fins l’any 1846, quan Joseph Liouville (1809-1882) en
va publicar una part. La teoria de Galois sobre les equacions es va reunir en el Traite´ des
substitutions et des e´quations alge´briques (1870), llibre que va preparar Camille Jordan
(1838-1922).16
2. El Teorema fonamental de l’a`lgebra
El Teorema fonamental de l’a`lgebra representa un altre dels fils conductors del desen-
volupament de la teoria de les equacions algebraiques.17 Un dels enunciats possibles per
a aquest teorema afirma que “tot polinomi, amb coeficients reals, de grau n descompon
en producte de factors irreductibles de grau 1 o 2 amb coeficients reals”. Un altre dels
enunciats possibles e´s que “tot polinomi de grau n admet n arrels (simples i/o mu´ltiples,
reals i/o imagina`ries)”.
En el proce´s histo`ric de la seva aparicio´ es poden considerar tres fases: la primera, on es
formulen, sense demostracio´, diverses versions de l’enunciat d’aquest teorema; la segona,
5on s’intenta demostrar el teorema tant de manera geome`trica com anal´ıtica i la tercera, on
queda demostrat el teorema dins d’una nova part de la matema`tica: l’a`lgebra abstracta.
El primer intent de formulacio´ del Teorema fonamental, sembla ser que e´s degut a Peter
Roth (ca. 1580-1617) el qual el va enunciar a l’obra Arithmetica philosophica (1600).18
Posteriorment, l’enunciat sense demostracio´, el podem trobar a l’obra Invention nouvelle
en l’alge`bre (1629) d’Albert Girard (1593-1692):
Totes les equacions algebraiques tenen tantes solucions com mostra el terme de grau me´s
gran, exceptuant les incompletes.19
Malauradament Girard hi afegeix “tret de les incompletes” la qual cosa fa que no es
consideri l’enunciat complet del Teorema fonamental.20 Me´s tard, en el 1637, Descartes
en el llibre III de La Ge´ome´trie especifica que pot haver-hi el mateix nombre d’arrels que
el grau de l’equacio´ i explica que seran reals i/o imagina`ries:
Sapigueu doncs que en cada equacio´, tant quant la inco`gnita te´ de dimensions, tant pot
haver-hi d’arrels, e´s a dir, tants valors d’aquesta inco`gnita.21
Per la resta com que ni les arrels vertaderes ni les falses so´n sempre reals, a vegades so´n
imagina`ries; e´s a dir, que sempre se’n poden imaginar tantes com acabo de dir en cada
equacio´, pero` a vegades no hi ha cap quantitat que correspongui a les que hom imagina.22
En el segle XVIII, diversos matema`tics com Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), Jo-
hann Bernoulli (1667-1748) i d’altres s’adonen de la convenie`ncia de disposar d’una des-
composicio´ de les fraccions racionals en fraccions simples.
L’any 1702, Leibniz publica` una memo`ria sobre la integracio´ de fraccions racionals en la
que` el me`tode d’integracio´ que s’utilitza es basa en la descomposicio´ del denominador en
producte de factors lineals, suposant, a priori, que una tal descomposicio´ existeix (primer
en el cas d’arrels simples i, me´s tard, fent refere`ncia al cas d’arrels mu´ltiples).23
Malgrat el fet que Leibniz considera que una tal descomposicio´ no sempre existeix, e´s
precisament aqu´ı on apareix per primer cop, d’una forma general i precisa, l’enunciat del
Teorema fonamental de l’a`lgebra: “Un polinomi a coeficients reals es pot descompondre
com a producte de factors lineals o de grau dos amb coeficients reals”.24 Apreciem aqu´ı
un clar exemple de connexio´, a comenc¸aments del segle XVIII, entre el ca`lcul infinitesimal
i l’a`lgebra.
Les primeres temptatives de demostracio´ del Teorema fonamental de l’a`lgebra van tenir
lloc en el segle XVIII; la primera demostracio´ anal´ıtico-geome`trica la va donar Jean
d’Alembert (1717-1783) l’any 1748 en la memo`ria titulada Recherches sur le calcul inte-
gral.25 El mateix any, Leonhard Euler (1707-1783) en l’obra Introductio in Analysin Infi-
nitorum, en el cap´ıtol II titulat De la transformacio´ de les funcions, va argumentar sobre
les relacions entre el nombre d’arrels i el tipus de factors:
[. . . ] Per altra banda, e´s clar que un factor doble compre`n dos valors simples, un factor
triple, tres simples i aix´ı successivament. A me´s una funcio´ entera Z de z en la qual
6l’exponent de la pote`ncia me´s gran de z sigui n contindra` n factors simples; per tot aixo`,
al mateix temps, si alguns factors fossin o be´ dobles o be´ triples, & c., coneixer´ıem el
nombre de factors.26
29. Trobarem els factors simples de qualsevol funcio´ entera de z si posem aquesta funcio´ Z
igual a zero i investiguem a partir d’aquesta equacio´ totes les arrels de z: en efecte, tantes
arrels com ofereixi z donaran tants factors simples de la funcio´ Z.27
30. Els factors simples per tant seran reals o imaginaris; i si la funcio´ Z tingue´s factors
imaginaris, el seu nombre sempre seria parell.28
Me´s endavant, despre´s d’explicar que el producte de dos factors simples imaginaris con-
jugats sempre do´na un factor real doble, enuncia expl´ıcitament el Teorema fonamental de
l’a`lgebra:
Tota funcio´ entera de z es podra` resoldre en factors reals, simples o dobles.29
L’any 1751 Euler va presentar-ne una demostracio´ a Recherches sur les racines imaginaires
des e´quations.30 Es va basar en tres lemes que va provar amb consideracions geome`triques:
(1) una equacio´ de grau senar te´ com a mı´nim una arrel, (2) una equacio´ de grau parell o
be´ no te´ arrels reals o be´ te´ un nombre parell d’arrels reals, i (3) una equacio´ (mo`nica) de
grau parell, amb terme independent negatiu, te´ com a mı´nim una arrel positiva i una arrel
negativa.31 Tot seguit, va demostrar que les equacions de quart grau sempre poden ser
descompostes en dos factors reals de segon grau. En aquesta demostracio´ Euler utilitza
les te`cniques de Descartes (llibre III de la Ge´ome´trie) per transformar l’equacio´ de quart
grau en una de sise` grau fa`cilment resoluble. Tambe´ va provar que les equacions de vuite`
grau sempre poden ser descompostes en dos factors reals de quart grau. Finalment, va
demostrar que les equacions de grau 2m (amb m > 1) sempre poden ser descompostes en
dos factors reals de grau 2m− 1 i conclou dient:
Heus aqu´ı una demostracio´ completa de la proposicio´ que e´s usualment pressuposada en
ana`lisi, especialment en el ca`lcul integral, i que diu que cada funcio´ racional d’una variable
x com xm + Axm−1 + Bxm−2+ etc. sempre pot ser resolta en factors reals, o be´ simples
de la forma x+ p, o be´ dobles de la forma xx+ px+ q.32
Podem afirmar que fins aquest moment l’existe`ncia de les arrels d’un polinomi de grau
n se suposava certa i, a partir de diferents transformacions, s’intentava esbrinar la seva
naturalesa.33
La primera demostracio´ rigorosa del Teorema fonamental de l’a`lgebra e´s la presentada pel
matema`tic Carl Friedrich Gauss (1777-1855), en la seva tesi doctoral (1799), on va de-
mostrar, amb consideracions geome`triques, que tota equacio´ polino`mica te´ com a mı´nim
una arrel, ja siguin els seus coeficientes reals o complexos. Despre´s, va fer encara tres
demostracions me´s, la segona de les quals (1816) e´s purament algebraica, a difere`ncia de
la primera. Gauss prova que tot polinomi amb coeficients reals es pot descompondre en
producte de factors lineals i quadra`tics. La segona demostracio´ de Gauss s’inicia provant
7alguns resultats sobre funcions enteres sime`triques, com ara que els coeficients d’un poli-
nomi que descompon completament so´n funcions sime`triques de les seves arrels. La idea
de la demostracio´ e´s laboriosa, me´s que dif´ıcil, i es basa en la construccio´ d’equacions
auxiliars.34
Posteriorment diferents matema`tics han ofert altres demostracions, algunes de les quals
so´n, a difere`ncia de les proposades per Gauss, de caire constructiu.
3. Consideracions finals
A partir de l’obra de Descartes, tal com hem dit, i durant un segle aproximadament, es
va dur a terme el que podr´ıem anomenar proce´s d’algebritzacio´ de les matema`tiques.
Aquest proce´s d’introduccio´ de l’a`lgebra com a part de les matema`tiques no va ser uni-
forme: mentre que uns pocs (els menys) l’acceptaven completament, d’altres la utilitzaven
com una eina i d’altres la rebutjaven.
Segons Lagrange (1795):
Tant en quant l’a`lgebra i la geometria han estat separades, el seu progre´s ha estat lent i
els seus usos limitats, pero` des de que aquestes cie`ncies s’han reunit, s’han prestat forces
mu´tues i han marxat juntes amb pas ra`pid cap a la perfeccio´. E´s a Descartes que hom
deu l’aplicacio´ de l’a`lgebra a la geometria, aplicacio´ que ha esdevingut la clau dels me´s
grans descobriments en totes les branques de les matema`tiques.35
L’establiment del llenguatge algebraic com un llenguatge nou de s´ımbols i te`cniques per
a resoldre problemes nous mereix una consideracio´ apart. De fet, ja a l’obra de Vie`te
es va fer pale`s l’avantatge de la utilitzacio´ de s´ımbols per a representar les quantitats
conegudes i les inco`gnites. Tot i amb aixo`, aquest nou llenguatge no va ser acceptat de
forma unita`ria. Cal remarcar, doncs, la importa`ncia de l’aparicio´ del llenguatge simbo`lic
i la relleva`ncia d’aquest fet en el progre´s posterior de les matema`tiques.
La introduccio´ de l’a`lgebra dins la geometria va obligar a un replantejament dels l´ımits dis-
ciplinaris de les cie`ncies matema`tiques a nivell terminolo`gic i, sobretot, a nivell metodolo`gic,
que es va traduir en un establiment de noves l´ınies diviso`ries entre les diferents branques
de la matema`tica.
Francis Bacon (1561-1626) va presentar una classificacio´ de les cie`ncies diferent de la
divisio´ cla`ssica en set arts liberals agrupades en el trivium i el quadrivium. Dividia la
matema`tica en pura i mixta, i la pura en aritme`tica i geometria36 (observeu que l’a`lgebra
no apareix com una branca separada). Aquesta classificacio´ va ser recollida pels enci-
clopedistes francesos en el segle posterior. Aix´ı, en la classificacio´ de les matema`tiques
presentada per d’Alembert (1754) l’ a`lgebra apareixia com una part de l’aritme`tica i
aquesta formava, junt amb la geometria, la matema`tica pura. A me´s, hi considerava les
matema`tiques mixtes (dividides en meca`nica, astronomia geome`trica, o`ptica, acu´stica,
pneuma`tica i art de conjecturar) i les f´ısicomatema`tiques.
8L’any 1862, Marie-Nicolas Bouillet (1798-1864) autor d’un Diccionari universal de la
Cie`ncia, les Lletres i les Arts, presenta una divisio´ de les cie`ncies en que` ja es considera
l’a`lgebra una de les tres branques dins de les matema`tiques pures, essent l’aritme`tica i la
geometria les altres dues.
De fet, durant el segle XIX, l’a`lgebra va sofrir una profunda transformacio´ arran del treball
de Galois, en el que` e´s clau la teoria de grups, tot i que aquest e´s un concepte que ell no
defineix en cap moment. Lagrange ja fa pale`s que el problema de la resolucio´ d’equacions
per radicals requereix el coneixement dels subgrups del grup de permutacions de les seves
arrels.
Els conceptes de cos i d’extensio´ de cossos tambe´ es troben ja en el treball de Galois
i d’Abel, tot i que va ser Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916) qui va intro-
duir aquesta terminologia. Els conceptes d’anell i d’ideal so´n presents en els treballs
de Dedekind i Leopold Kronecker (1823-1891), tot i que el nom d’anell va ser introdu¨ıt
posteriorment per David Hilbert (1862-1943).
La teoria d’anells i ideals va ser axiomatitzada i sistematitzada per Emmy Noether (1882-
1935) qui, a me´s de les seves contribucions a la f´ısica teo`rica, va establir les bases del que
avui coneixem com a “a`lgebra moderna”. En particular, va introduir els conceptes d’anell,
ideal, mo`dul, i va obtenir diversos resultats rellevants, ba`sics en la disciplina de l’a`lgebra
commutativa. En la darrera etapa de la seva vida, es va endinsar tambe´ en l’a`lgebra no
commutativa. Malgrat la significacio´ dels seus resultats, la seva me´s gran aportacio´ e´s
potser l’enfocament axioma`tic, on els conceptes es prioritzen sobre els ca`lculs.
Aix´ı, el me`tode axioma`tic en l’a`lgebra, va ser establert aproximadament 2000 anys de-
spre´s que Euclides introdu´ıs aquest me`tode en la geometria (en els seus Elements). La
introduccio´ de nous elements i la ulterior abstraccio´ ha perme`s l’aplicacio´ de l’a`lgebra
no nome´s en altres a`rees de les matema`tiques sino´ tambe´ en altres disciplines. La teoria
de grups e´s una de les branques me´s importants en la matema`tica moderna amb la qual
han estat vinculats els avenc¸os en ana`lisi, geometria, f´ısica teo`rica, meca`nica, etc. Per
exemple, la primera aplicacio´ en la f´ısica va ser la classificacio´ de cristalls (1890) i, avui
dia, juga un paper clau en la f´ısica qua`ntica, de manera que Wolfgang Ernst Pauli (1900-
1958), un dels seus creadors, va afirmar que “la teoria de grups e´s una de les eines me´s
poderoses en la f´ısica moderna”.
Notes
1 Per una visio´ de perspectiva podeu consultar Van der Waerden (1980) i Bashmakova-
Smirnova (2000).
2 Sobre la matema`tica babilo`nica vegeu Hoyrup (2002) i Caveing (1994).
3 Vegeu la Proposicio´ 6 del llibre II dels Elements. Euclides (1956), p. 385.
4 Vegeu la classificacio´ i les regles a Al-Khwarizmi (1986), pp. 8-9. Per una perspectiva
me´s general sobre l’a`lgebra en la e´cie`ncia a`rab vegeu Catala` (1981).
5 Me´s informacio´ a Sigler (2002), pp. 554-615.
96 Al Centro Studi della Mathematica Medioevale de la Universitat de Siena s’esta` portant
a terme l’edicio´ dels tractats algebraics d’aquest per´ıode amb l’a`nim de fer possible una
histo`ria me´s completa de l’a`lgebra. Vegeu Franci, R.-Toti Rigatelli, L. (1985).
7 Sembla que va ser Niccolo` Tartaglia (ca. 1500-1557) qui va resoldre per primer cop
l’equacio´ de tercer grau i li va comunicar a Cardano el qual la va publicar sense el seu
permı´s.
8 Cardano analitza tots els casos d’equacio´ cu´bica completa, transformant cada equacio´
en una de nova sense el terme quadrat, do´na un exemple nume`ric per a cada cas i prova
geome`tricament la validesa de la solucio´. Vegeu la resolucio´ de l’equacio´ de grau 3 a
Cardano (1968), pp. 96-101.
9 Els nombres complexos representen una eina ba`sica i apareixen, no nome´s en la pro`pia
matema`tica, sino´ tambe´ en en la f´ısica. Me´s concretament, un moviment oscil·latori
sinuso¨ıdal (com e´s ara el de balanceig d’un pe`ndol) s’analitza utilitzant els nombres com-
plexos; tambe´ en enginyeria ele`ctrica, en estudiar el corrent altern, per exemple, on en
l’estudi de les funcions oscil·lato`ries en la meca`nica qua`ntica. Aix´ı, els nombres complexos
resulten ser l’eina ideal per a estudiar feno`mens reals.
10 Sobre Bombelli, podeu consultar Bombelli (1929). La representacio´ geome`trica dels
nombres complexos, i la interpretacio´ geome`trica de les operacions entre ells, va ser clau
per a la seva acceptacio´. Entre els matema`tics que podem destacar en aquesta l´ınia
estan John Wallis (1616-1703), Caspar Wessel (1795-1818) i Jean Robert Argand (1768-
1822). Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) va observar que, en fer qualsevol operacio´
amb nombres complexos, incloses pote`ncies i arrels, el resultat e´s altre cop un nombre
complex. Leonhard Euler (1707-1783) va ser qui va introduir la notacio´ “i” per a designar√−1, i va establir una relacio´ entre els nombres complexos i les funcions transcendentals, a
partir de les fo´rmules obtingudes per Roger Cotes (1682-1716). Paral·lelament, Abraham
de Moivre (1667-1754) va obtenir les arrels n-e`simes d’un nombre complex qualsevol i la
fo´rmula que porta el seu nom. Carl Friedrich Gauss (1777-1855) va sistematitzar el seu
u´s i va introduir la nomenclatura de “nombre complex”. El seu tractament els va fer
adquirir una autonomia pro`pia.
11 Sobre aquesta obra de Vie`te, pec¸a clau dins la histo`ria de l’a`lgebra, vegeu la traduccio´
anglesa de Witmer (1983).
12 Alguns autors van adoptar les te`cniques algebraiques en la seva obra i, a la vegada,
varen intentar justificar-les i transformar-les d’acord amb la matema`tica cla`ssica. Altres,
malgrat cone`ixer l’existe`ncia d’aquests procediments, els van considerar aliens al pensa-
ment matema`tic i fins i tot els refusaven i, per u´ltim, uns pocs, acceptaven aquesta nova
manera de pensar com un complement me´s pel desenvolupament de les seves te`cniques
matema`tiques. Vegeu Massa (2001), p. 708 i Mahoney, M. S. (1980), pp. 141-155 .
13 Me´s informacio´ a Toti Rigatelli (1994).
14 Alexandre-The´ofile Vandermonde (1736-1796) a Memoir on the solution of equations
va arribar a conclusions ana`logues, si be´ el seu treball no va ser considerat fins el segle
XX. Vegeu Bashmakova-Smirnova (2000), pp. 103-106.
15 “86. On a duˆ voir par l’analyse que nous venons de donner des principales me´thodes connues
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pour la re´solution des e´quations, que ces me´thodes se re´duisent toutes un meˆme principe ge´ne´ral,
savoir a` trouver des fonctions des racines de l’e´quation propose´e, lesquelles soient telles: 1o que
l’e´quation ou les e´quations par lesquelles elles seront donne´es, c’est-a`-dire dont elles seront les
racines (e´quations qu’on nomme commune´ment les re´duites), se trouvent d’un degre´ moindre
que celui de la propose´e, ou soient au moins de´composables en d’autres e´quations d’un degre´
moindre que celui-la`; 2o que l’on puisse en de´duire aise´ment les valeurs des racines cherche´es.”
Vegeu Lagrange (1867-1892), p. 355.
16 Vegeu Van der Waerden (1980), pp. 112-117 i Bashmakova-Smirnova (2000), pp. 115-
127.
17 Per explicar l’evolucio´ i les demostracions del Teorema Fonamental de l’a`lgebra em-
prarem l’article de Josep Pla i Carrera (1992) i de Christian Gilain (1991). Cal remarcar
que Gilain distingeix entre el teorema fonamental de l’a`lgebra (TFA) i el teorema de
factoritzacio´ lineal (TFL). Segons Gilain, el TFL apareix com a lema dins de les de-
mostracions algebraiques del TFA, pero` pot no tenir-se en compte en les demostracions
anal´ıtiques. Gilain (1991), p. 93.
18 Vegeu Pla (1992), p. 883.
19 “Toutes les e´quations d’alge`bre rec¸oivent autant de solutions, que la de´nomination de la plus
haute quantite´ le de´montre, excepte´ les incomple`tes.” Vegeu Gilain (1991), p. 93.
20 Ame´s, tampoc no apareix de forma expl´ıcita de quin tipus han de ser aquestes solucions:
no deixa clar si so´n complexes, sino´ que, utilitzant el llenguatge algebraic actual, aquestes
podrien estar en una extensio´ algebraica del cos dels nombres complexos.
21 “Scache´s donc qu’en chaque E´quation, autant que la quantite´ inconnue a de dimensions,
autant peut il y avoir de diverses racines, c’est a` dire de valeurs de cette quantite´”. Descartes
(1637), p. 372.
22 “Au reste tant les vraies racines que les fausses ne sont pas toujours re´elles, mais quelquefois
seulement imaginaires; c’est-a`-dire, qu’on peut bien toujours en imaginer autant que j’ai dit en
chaque e´quation, mais qu’il n’y a quelquefois aucune quantite´ qui corresponde a` celles qu’on
imagine”. Descartes (1637), p. 380.
23 Tambe´ apareix publicada, l’any 1704, una memo`ria de Johann Bernoulli que tracta el
mateix problema de ca`lcul integral, on el me`tode proposat e´s tambe´ la descomposicio´ de
les fraccions racionals en suma de fraccions simples. Trobareu me´s informacio´ a Gilain
(1991), pp. 97-101 i a Pla (2002), pp. 887-893.
24 De fet, ate`s que Leibniz considera que aquesta descomposicio´ no e´s certa per a tots els
polinomis, no es pot considerar estrictament com l’enunciat del Teorema fonamental de
l’a`lgebra.
25 Gilain en el seu article presenta en un annex una transcripcio´ del primer text de
d’Alembert del 1745 sobre el Teorema fonamental de l’a`lgebra. Vegeu Gilain (1991), pp.
133-136.
26 “Perspicuum autem est Factorem duplicem duos complecti valores simplices, Factorem trip-
licem tres simplices, & ita porro. Hinc Functio ipsius z integra, in qua exponens summae
potestatis ipsius z est = n, continebit n Factores simplices; e´x quo simul, si qui Factores fuerint
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vel duplices vel triplices, & c. Numerus Factorum cognoscetur.” A Euler (1748), ed. 2000, p.
17.
27 “29. Factores simplices Functionis cuiuscunque integra Z ipsius z reperiuntur, si Functio Z
nihilo aqualis ponatur, atque ex hac aequatione omnes ipsius z radices investigentur: singula
enim ipsius z radices dabunt totidem Factores simplices Functionis Z.” (Ibid, p. 17).
28 “30. Factores simplices ergo erunt vel reales, vel imaginarii; & , si Functio Z habeas Factores
imaginarios eorum numerus semper erit par.” (Ibid, p. 18).
29 “Hinc omnis Functio integra ipsius z resolvi poterit in Factores reales vel simplices vel du-
plices.” (Ibid, p. 19).
30 Lagrange va completar la demostracio´ d’Euler.
31 Vegeu Struik (1969), pp. 99-102.
32 A Struik (1969), p. 102, llegim: “Scholium. We thus have here a complete demonstration
of the proposition, which is usually presupposed in analysis, especially in the integral calculus,
and which claims that every rational function of a variable x as xm + Axm−1 + Bxm−2+ etc.
can always be resolved into real factors, either simple ones of the form x + p, or double ones of
the form xx+ px+ q.”
33 En aquest sentit es podria afirmar que les demostracions del Teorema Fonamental fins
aqu´ı esmentades so´n demostracions “parcials”.
34 Vegeu les demostracions donades per Gauss a Van der Waerden (1980), pp. 95-102.
35 Tant que l’Alge`bre et la Ge´ometrie on e´te´ se´pare´es, leur progre`s ont e´te´ lents et leurs usages
borne´s mais lorsque ces deux sciences se sont re´unies, elles se sont pre´te´ des forces mutuelles et
on marche´ ensemble d’un pas rapide vers la perfection. C’est a` Descartes qu’on doit l’application
de l’Alge`bre a la Ge´ometrie, application qui est devenue la clef des plus grandes de´couvertes dans
toutes les branches des Mathe´matiques. A Oeuvres (1795), vol. VII, p. 271.
36 La matema`tica mixta la dividia en perspectiva, mu´sica, astronomia, cosmografia, ar-
quitectura, enginyeria i diverses me´s. Vegeu C. Puig (2002), p. 152.
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